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РЕФЕРАТ 
 
Дипломная работа по теме «Мощности слоев в слойно конечных 
группах» содержит 22 страницы текста, 4 использованных источника. 
СЛОЙ, ПОРЯДОК ЭЛЕМЕНТА, ЦИКЛИЧЕСКАЯ ГРУППА, 
КВАЗИЦИКЛИЧЕСКАЯ ГРУППА, ПРЯМОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ  ГРУПП, 
МОЩНОСТЬ СЛОЯ, ПОЛНАЯ ГРУППА, ПОЛНАЯ СЛОЙНО КОНЕЧНАЯ 
ГРУППА. 
Цель работы – получить функцию мощности слоев в полных слойно 
конечных группах. 
В результате исследований были рассмотрены примеры расположения 
элементов по слоям в циклических примарных группах, в прямых 
произведениях конечного числа циклических  -групп, в прямых 
произведениях циклических  -групп и  -групп. Получены формулы 
мощности слоев для всех этих примеров и функции мощности слоев в 
полных слойно конечных группах. 
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ВВЕДЕНИЕ 
 
Теория групп – один из важных разделов «неколичественной» (если 
можно так сказать) математики. Хотя понятие группы появилось в 
математике сравнительно недавно, оно оказалось на редкость плодотворным. 
Например, теория групп дала мощные средства для исследования 
алгебраических уравнений, геометрических преобразований, а также для 
решения ряда задач топологии и теории чисел. 
Две особенности теории групп привели к тому, что создалась традиция 
откладывать ее изучение на более поздние этапы. Первая из них – это 
высокая степень абстракции, свойственная теоретико-групповым понятиям, а 
умение обращаться с абстрактными понятиями приходит с математической 
зрелостью. Вторая особенность состоит в том, что теория групп имеет 
глубокие связи с другими областями науки, проследить которые можно лишь 
тогда, когда учащийся уже знаком с основами этих наук. 
Теория групп начала оформляться в качестве самостоятельного раздела 
математики в конце восемнадцатого века. В течение первых десятилетий 
девятнадцатого века она развивалась медленно и практически не привлекала 
к себе внимания. Но затем, около 1830 года, благодаря работам Галуа и 
Абеля о разрешимости алгебраических уравнений всего за несколько лет она 
совершила гигантский скачок, который оказал глубокое влияние на развитие 
всей математики. 
С тех пор основные понятия теории групп стали детально 
исследоваться. Постепенно они проникли во многие разделы математики, и 
нашли применение в таких различных областях знания, как, например, 
квантовая механика, кристаллография и теория узлов [1]. 
Слойно конечные группы впервые появились в работе С. Н. Черникова 
сначала без названия, а затем в его последующих публикациях за ними 
закрепилось название слойно конечных групп. 
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Группа называется слойно конечной, если множество ее элементов 
любого данного порядка конечно. 
Наиболее интенсивные исследования свойств слойно конечных групп 
проводили в 40-х 50-х годах С. Н. Черников, Р. Бэр, X. X. Мухаммеджан. К 
концу 50-х годов основные свойства были уже получены и опубликованы в 
различных журналах. В таком виде они оставались до 1980 г., когда 
появилась монография С. Н. Черникова "Группы с заданными свойствами 
системы подгрупп", где результаты автора в данной области были собраны в 
одном параграфе, а для более детального ознакомления со свойствами 
слойно конечных групп читатель отсылался к оригинальным статьям в 
научных журналах [2]. 
Цель бакалаврской работы – получить функцию мощности слоев в 
полных слойно конечных группах. Для этого постепенно рассматриваются 
примеры расположения элементов по слоям, начиная от циклических групп 
простого порядка и заканчивая прямыми произведениями циклических  -
групп и  -групп. На основе этих примеров установлены функции мощности 
слоев в примарной полной слойно конечной группе, в полной слойно 
конечной группе с двумя простыми делителями порядков элементов и в 
произвольной полной слойно конечной группе.  
Остановимся более подробно на содержании работы.  
В первом разделе рассмотрены примеры расположения по слоям 
элементов циклических примарных групп. Получена формула мощности 
слоев для    . 
Во втором разделе рассмотрены примеры расположения по слоям 
элементов прямых произведений двух циклических  -групп. Получена 
формула мощности слоев для        . 
В третьем разделе рассмотрены примеры расположения по слоям 
элементов прямых произведений конечного числа циклических  -групп. 
Получена формула мощности слоев для          ⏟       
 
. 
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В четвертом разделе рассмотрены примеры расположения по слоям 
элементов прямых произведений двух циклических  -групп и  -групп. 
Получена формула мощности слоев для          . 
В пятом разделе получены функции мощности слоев в полных слойно 
конечных группах. Доказано три теоремы. Первая теорема о функции 
мощности слоев прямых произведений конечного числа квазициклических  -
групп, вторая теорема о функции мощности слоев прямых произведений 
конечного числа квазициклических   -групп и третья теорема о функции 
мощности слоев прямых произведений конечного числа квазициклических 
       -групп.   
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          1 Расположение по слоям элементов циклической примарной 
группы 
 
Рассмотрим расположение элементов по слоям в циклических группах 
порядка   , где  -простое число,  -натуральное. 
Слоем называется множество элементов одного порядка. 
Справедлива формула: 
|  |  
| |
   | | 
  
Докажем её. 
Пусть        , тогда      ,       и          . Для любого , 
       , тогда      , следовательно из того, что порядок элемента 
делит порядок группы  |  , тогда   |   , и в итоге   | . Таким образом       
       , тогда и только тогда, когда 
| |
   | | 
| . Следовательно,                      
|  |  
| |
   | | 
 [3]. 
Пример 1. В циклической группе   , один элемент порядка  ,     
элемент порядка  . 
Вначале рассмотрим группу   , а потом   . 
В группе    2 слоя (слой, состоящий из элементов порядка 3 и 1-слой, 
состоящий из одного элемента – единицы). 
       {     
 }, так как |  |  
| |
   | | 
 
 
     
, то                                
|  |   , следовательно 
 
     
  , т.е.          Следовательно      , т.е. 
элементы порядка 3 в    это    
 . Получается 2 элемента порядка 3. 1-слой 
всегда состоит из одного элемента – единицы. 
В группе    2 слоя (слой, состоящий из элементов порядка   и 1-слой, 
состоящий из одного элемента – единицы): 
       {     
      }  так как |  |  
| |
   | | 
 
 
    
, то |  |   , 
следовательно 
 
    
  , т.е.        . Отсюда следует, что            , 
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т.е. элементы порядка   в    это    
        . Получается     элемент 
порядка  . 1-слой состоит всегда из одного элемента – единицы. 
Пример 2. В циклической группе    , один элемент порядка  ,     
элемент порядка  ,      элементов порядка   . 
Вначале рассмотрим    , а потом    . 
В группе     3 слоя (слой, состоящий из элементов порядка  
 , слой, 
состоящий из элементов порядка 3 и 1-слой, состоящий из одного элемента – 
единицы).  
Слой – состоящий из элементов порядка 3  
        {     
                   }  так как |  |  
| |
   | | 
 
  
      
, 
то |  |   , следовательно 
  
      
  , т.е.           Следовательно      , 
т.е. элементы порядка 3 в     это  
    . Получается 2 элемента порядка 3 в 
этой группе. 
Слой – состоящий из элементов порядка   : 
        {     
                   }, так как |  |  
| |
   | | 
 
  
      
, 
то |  |    , следовательно 
  
      
   , т.е.           Следовательно            
             , т.е. элементы порядка    в     это  
                . 
Получается 6 элементов порядка   . 
В группе     3 слоя (слой, состоящий из элементов порядка  
 , слой, 
состоящий из элементов порядка   и 1-слой, состоящий из одного элемента – 
единицы).  
Слой – состоящий из элементов порядка  : 
         {     
      
 
}, так как |  |  
| |
   | | 
 
  
     
, то |  |  
 , следовательно 
  
     
  , т.е.         . Отсюда следует, что                               
                , т.е. элементы порядка   в    это  
          
   . 
Получается     элемент порядка  . 
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          Слой – состоящий из элементов порядка   : 
Этот слой будет состоять из всех оставшихся      элементов, то есть 
степень последнего элемента  -слоя равна количеству элементов   -слоя.  
Пример 3. В циклической группе    , один элемент порядка 1,     
элемент порядка  ,      элементов порядка   , … ,         элементов 
порядка   . 
При росте   каждый раз добавляем один слой, как видно из примеров. 
В группе     по сравнению с группой       добавляется один слой, 
остальные остаются без изменения. Следовательно, мощность этого нового 
слоя будет                       
И тогда формула мощности слоев для     имеет вид  
      ,               
       . 
Пример 4. Так как квазициклическая группа     является 
объединением групп    , то из примера 3 видим, что в ней: один элемент 
порядка 1,     элемент порядка  ,      элементов порядка   , … ,           
         элементов порядка   , и так далее до бесконечности. 
        
    . Каждый раз при добавлении новой группы в 
объединении, добавляются в цепочку новые слои, предыдущие слои не 
меняются, поэтому мы можем посчитать мощность каждого слоя: на  -слое 
    элемент, на   -слое      элементов, на   -слое       элементов     
на   -слое         элементов   
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2 Расположение по слоям элементов прямых произведений двух 
циклических  -групп 
 
Рассмотрим расположение по слоям элементов групп        ,      
           ,           , … ,           , … ,           , где 
  – группа,    – подгруппа группы   порядка  ,   – простое число,    
обозначает циклическую группу порядка  .  
Пример 5. Рассмотрим какие могут быть слои в группе        . В 
ней всего    элементов, в том числе один элемент порядка 1,      элемент 
порядка  . 
В          все элементы порядка  , кроме 1. 
Элементы порядка   получаются, как произведения элементов первого 
множителя порядка 1, на элементы второго множителя порядка  :                         
           , элементов первого множителя порядка  , на элементы 
второго множителя порядка 1:            , элементов первого 
множителя порядка  , на элементы второго множителя порядка  :                    
               .  
Получаем количество элементов на  -слое, их будет: 
                           
В группе   всего элементов: 
             
Пример 6. Рассмотрим какие могут быть слои в группе          . 
В ней всего    элементов, в том числе один элемент порядка 1,      
элемент порядка  ,       элементов порядка   . 
Элементы порядка 1 и порядка   получаются из тех же самых 
элементов как и в примере 1, и нам осталось рассмотреть как получаются 
элементы порядка   . 
Элементы порядка    получаются, как произведения элементов 
первого множителя порядка 1, на элементы второго множителя порядка   :                      
             , элементов первого множителя порядка   , на элементы 
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второго множителя порядка 1:              , элементов первого 
множителя порядка  , на элементы второго множителя порядка   :            
                  , элементов первого множителя порядка   , на 
элементы второго множителя порядка  :                      , 
элементов первого множителя порядка   , на элементы второго множителя 
порядка   :                        . 
Получаем количество элементов на   -слое, их будет: 
                                    
                                          
В группе   всего элементов: 
                     
Пример 7. Рассмотрим какие могут быть слои в группе            
В ней всего    элементов, в том числе один элемент порядка 1,      
элемент порядка  ,       элементов порядка   ,       элементов порядка 
    
Элементы порядка 1 и порядка   получаются из тех же самых 
элементов как в примере 1, а элементы порядка    как в примере 2, и нам 
осталось рассмотреть как получаются элементы порядка   .  
Элементы порядка    получаются, как произведения элементов 
первого множителя порядка 1, на элементы второго множителя порядка   :                      
               , элементов первого множителя порядка   , на 
элементы второго множителя порядка 1:                , элементов 
первого множителя порядка  , на элементы второго множителя порядка   : 
                       , элементов первого множителя порядка 
  , на элементы второго множителя порядка  :                                                            
                       , элементов первого множителя порядка 
  , на элементы второго множителя порядка   :                                                          
                        , элементов первого множителя порядка 
  , на элементы второго множителя порядка   :                                                          
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                        , элементов первого множителя порядка 
  , на элементы второго множителя порядка   :                                                          
                         . 
Получаем количество элементов на   -слое, их будет: 
                                               
                                              
                    
В группе   всего элементов: 
                             
Пример 8. Рассмотрим какие могут быть слои в группе            
В ней всего     элементов, в том числе один элемент порядка 1,      
элемент порядка  ,       элементов порядка   ,       элементов порядка 
  , … ,              элементов порядка   . 
Элементы порядка 1 и порядка   получаются из тех же самых 
элементов как в примере 1, элементы порядка    как в примере 2, элементы 
порядка    как в примере 3, по этим примерам понятно как получаются 
элементы порядков               . до   . Посмотрим как получаются 
элементы порядка   .  
Элементы порядка    получаются, как произведения элементов 
первого множителя порядка 1, на элементы второго множителя порядка                          
                    , элементов первого множителя порядка   , на 
элементы второго множителя порядка 1:                     , 
элементов первого множителя порядка  , на элементы второго множителя 
порядка   :                              , элементов первого 
множителя порядка   , на элементы второго множителя порядка  :     
                         , элементов первого множителя порядка 
  , на элементы второго множителя порядка   :                                          
                          , элементов первого множителя порядка 
  , на элементы второго множителя порядка   :                                          
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                          , элементов первого множителя порядка 
  , на элементы второго множителя порядка   :                                          
                               элементов первого множителя 
порядка   , на элементы второго множителя порядка   :           
                         … , элементов первого множителя порядка 
    , на элементы второго множителя порядка   :             
                              элементов первого множителя 
порядка   , на элементы второго множителя порядка     :           
                              , элементов первого множителя 
порядка   , на элементы второго множителя порядка   :           
                          .  
Получаем количество элементов на   -слое, их будет: 
                                             
                                                      
           (         )+(                )              
                                                  
                              
В группе   всего элементов: 
                                             
И тогда формула мощности слоев для         имеет вид  
        , 
       . 
Пример 9. Рассмотрим какие могут быть слои в группе            
В ней бесконечное множество элементов, в том числе один элемент порядка 
1,      элемент порядка  ,       элементов порядка   ,       
элементов порядка   , … ,           элементов порядка   , … . 
При построении группы как объединения вида групп из примера 8, 
добавляя в цепочку новые слои, предыдущие слои не меняются, поэтому мы 
можем посчитать мощность каждого слоя аналогично примеру 8. Так как 
квазициклическая группа является объединением групп        , то есть 
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        =        , то из примера 8 видим, что в ней один элемент 
порядка 1,      элемент порядка  ,       элементов порядка   ,       
элементов порядка   , … ,           элементов порядка   , … 
 
          3 Расположение по слоям элементов прямых произведений 
конечного числа циклических  -групп 
 
Теперь рассмотрим прямые произведения для любого конечного числа 
циклических  -групп. 
Пример 10. В группе            всего  
  элементов, в том числе 
один элемент порядка 1,      элемент порядка  . 
Из примера 5 известно, что       имеет на  -слое  
    элемент, а 
на 1-слое один элемент. Следовательно, умножая на еще одну подгруппу   , 
получаем на  -слое      элемент и на 1-слое один элемент: 
             
                       
 . 
Пример 11. В группе          ⏟  
 
 всего    элементов, в том числе 
один элемент порядка 1,      элемент порядка  . 
Все элементы имеют порядок  , кроме единичного элемента. В группе 
  всего    элемент, значит  -слой состоит из      элементов, а 1-слой из 
единичного элемента: 
            
                       
 . 
Из примеров 10 и 11 видим, что в группе          ⏟  
 
 какое бы ни 
было число , будет 2 слоя. 
Пример 12. В группе               всего  
  элементов, в том 
числе один элемент порядка 1,      элемент порядка  ,       элементов 
порядка   . 
Количество элементов на  -слое мы посчитали в примере 10. Нам 
осталось посчитать количество элементов на слое порядка   . Из примера 6 
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известно, что         имеет на  
 -слое       элементов, на  -слое      
элемент и на 1-слое один элемент. Следовательно, умножая на еще одну 
подгруппу    , получаем на  
 -слое       элементов, на  -слое      
элемент и на 1-слое один элемент: 
            
               
                         
   
Пример 13. В группе            ⏟      
 
 всего     элементов, в том 
числе один элемент порядка 1,      элемент порядка   и        
элементов порядка   .  
По сравнению с примером 11, добавляется один   -слой, остальные 
слои остаются без изменения. В группе   всего     элементов, значит   -
слой состоит из        элементов,  -слой состоит из      элементов и 
1-слой состоит из единичного элемента: 
            
               
                          
  . 
Пример 14. В группе            ⏟   
 
 всего     элементов, в том 
числе один элемент порядка 1,      элемент порядка  ,        
элементов порядка   , … ,             элементов порядка   . 
При добавлении в цепочку подгрупп    , количество слоев не 
увеличивается, то есть в группе          ⏟   
 
 столько же слоев, сколько и в 
группе        . По сравнению с примером 13, добавляются слои, а именно: 
  -слой,   -слой, … ,   -слой. Из примера 8 известно, что в         всего 
    элементов, в том числе один элемент порядка 1,      элемент порядка 
 ,       элементов порядка   ,       элементов порядка   , … ,     
      элемент порядка   . Следовательно, из этого можно сделать вывод, 
что в группе   всего     элементов, значит   -слой состоит из     
        элементов,     -слой состоит из                 элементов, … ,  -
слой состоит из      элементов и 1-слой состоит из единичного элемента. 
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И тогда формула мощности слоев для          ⏟       
 
 имеет вид          
           ,              
 
4 Расположение по слоям элементов прямых произведений двух 
циклических  -групп и  -групп 
 
Для получения в следующем параграфе основного результата, выведем 
формулу для мощности слоев в некоторых прямых произведениях двух 
циклических  -групп и  -групп, где   и   – различные между собой простые 
числа.  
Сначала рассмотрим некоторые вспомогательные примеры. 
Пример 15. Рассмотрим группу        . Изучим множество ее 
элементов, расположенных по слоям. На 1-слое один элемент, на  -слое 
    элемент, на  -слое     элемент, на   -слое          элемент и 
всего в этой группе    элементов. 
Циклические группы простых порядков   и  , содержат:     элемент 
на слое   и     элемент на слое  , соответственно. Остается посчитать   -
слой, для этого нужно элементы  -слоя перемножить с элементами  -слоя. 
Получаем: 
                   . 
В группе   всего    элементов. Проверяем: 
                                                         
            
Пример 16. Рассмотрим группу            У неё на 1-слое один 
элемент, на  -слое     элемент, на  -слое     элемент, на   -слое           
         элемент, на   -слое      элементов, на   -слое      
элементов, на    -слое             элементов, на    -слое        
     элементов, на     -слое                 элементов и всего в 
этой группе      элементов. 
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При добавлении новых слоев, предыдущие слои не меняются, 
следовательно, нам известно сколько элементов на слоях 1,  ,  ,   ,   ,    и 
остается посчитать сколько элементов на слоях    ,    ,     . Для того, 
чтобы посчитать количество элементов на этих слоях, нужно перемножить 
известные нам слои:  -слой на   -слой,   -слой на  -слой и   -слой на   -
слой.  
Получаем: 
Количество элементов   -слоя умноженные на элементы  -слоя: 
             
Количество элементов  -слоя умноженные на элементы   -слоя: 
             
Количество элементов   -слоя умноженные на элементы   -слоя: 
                 
Суммируя все слои группы  , получим количество всех элементов этой 
группы: 
                                                         
                   
             
                            
                    
                               
           
   
Пример 17. Рассмотрим группу            У неё на слоях 1,  ,  , 
  ,   ,   ,    ,    ,      столько же элементов, сколько и в примере 14. А 
на остальных слоях: на   -слое       элементов, на   -слое       
элементов, на    -слое               элементов, на    -слое     
          элементов, на     -слое                   элементов, 
на     -слое                     элементов, на     -слое      
               элементов и всего в этой группе      элементов. 
По аналогии с примером 14, для того, чтобы посчитать количество 
элементов на слоях    ,    ,     ,     ,      нужно перемножить 
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известные нам слои:   -слой на  -слой,  -слой на   -слой,   -слой на   -
слой,   -слой на   -слой и   -слой на   -слой. 
Получаем: 
Количество элементов   -слоя умноженные на элементы  -слоя: 
               
Количество элементов  -слоя умноженные на элементы   -слоя: 
               
Количество элементов   -слоя умноженные на элементы   -слоя: 
                   
Количество элементов   -слоя умноженные на элементы   -слоя: 
                   
Количество элементов   -слоя умноженные на элементы   -слоя: 
                     
Суммируя все слои группы  , получим количество всех элементов этой 
группы: 
   
 (                                   )
                     
              
                          
                          
                               
                               
                                   
          
   
Пример 18. Рассмотрим группу          . У неё на 1-слое один 
элемент, на  -слое     элемент, на  -слое     элемент, на   -слое           
         элемент, на   -слое      элементов, на   -слое      
элементов, на    -слое             элементов, на    -слое        
     элементов, на     -слое                 элементов, … , на   -
слое         элементов, на   -слое         элементов, на    -слое                        
                  элементов, на    -слое                   
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элементов, … , на       -слое                                 
элементов, на       -слое                                 
элементов, на     -слое                             элементов и 
всего в этой группе      элементов. 
Для того, чтобы посчитать мощность каждого слоя, нужно 
воспользоваться формулой мощности слоев для   -групп          , 
которая имеет вид: 
                             
где            
И тогда суммируя известные и полученные по этой формуле слои 
группы  , получаем количество всех элементов этой группы: 
                                                           
                      
                  
                                               
                                               
                                           
           
   
 
5 Функции мощности слоев в полных слойно конечных группах 
 
Для начала докажем теорему о функции мощности слоев прямых 
произведений конечного числа квазициклических  -групп. Потом получим 
функцию мощности слоев прямых произведений конечного числа 
квазициклических  -групп и  -групп и функцию мощности слоев прямых 
произведений конечного числа квазициклических        -групп. 
Определение. Функция       , ставящая в соответствие порядку   
элемента   группы            ⏟    
 
 ширину слоя, в котором содержится 
этот элемент, назовём функцией ширины (мощности) слоев группы  . 
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Теорема 1. Функцией мощности слоев полной слойно конечной  -
группы   является функция вида 
       
    
  
  
где     число квазициклических групп в прямом разложении группы  . 
Доказательство. Полная слойно конечная  -группа является прямым 
произведением конечного числа квазициклических  -групп [2]. Прямое 
произведение конечного числа квазициклических  -групп является 
объединением групп          ⏟   
 
, которые мы рассмотрели в примере 14. 
Учитывая, что в  -группе   является степенью числа  , из примера 14 
получаем утверждение теоремы. 
Теорема 2. Функцией мощности слоев полной слойно конечной   -
группы является функция вида 
       
    
  
  
    
  
  
где               ,     число квазициклических  -подгрупп, а     
число квазициклических q-подгрупп в прямом разложении.  
Доказательство. Из строения полной слойно конечной группы [2] 
видно, что полная слойно конечная   -группа имеет вид 
         ⏟    
 
           ⏟    
 
  
Мощность     -слоя получается путем перемножения мощностей   -
слоя и   -слоя. Мощности этих слоев, как показано в теореме 2 равны: 
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Таким образом мощность     -слоя равна: 
                        
    
  
     
    
  
  
                           
                                              
Теорема доказана. 
При     и     мы получим на     -слое столько же элементов, 
сколько и в примере 18. 
Определение. Группа называется полной, если для всякого целого 
числа     и любого элемента   из   уравнение      имеет в группе   
хоть одно решение [4]. 
Теорема 3. Функцией мощности слоев полной слойно конечной 
       - группы является функция вида  
           ∏  
  
  
    
  
  
 
   
  
где      число квазициклических   -подгрупп в прямом разложении,   
       
Доказательство. Произвольная полная слойно конечная группа имеет 
вид [2]  
           ⏟       
  
               ⏟        
  
 
Тогда, нетрудно видеть, что функция в теореме 2 для двух простых 
чисел распространяется на произвольное конечное число простых чисел. 
Теорема доказана. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 
В работе получены следующие результаты: 
1. рассмотрены примеры расположения элементов по слоям в прямых 
произведениях циклических (квазициклических)  -групп; 
2. получены формулы мощности слоев для всех рассмотренных примеров; 
3. получены функции мощности слоев в полных слойно конечных группах. 
Полученные результаты имеют практическое значение и могут быть 
использованы в учебном процессе при изучении курса теории групп.           
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